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Areas de figuras planas em coordenadas cartesianas

[1] Determine a area da regiao do plano limitada simultaneamente pelas seguintes curvas:

(1.1)y=Inz, r=2co0eixoO0z (1.2)x=8+2y—y* y=1,y=3ex=0

(13)zy=4ex+y=>5 (14 y=2% y=2r—2?, r=0ex =2
2 2
(1b)y=2z, y=ley=— (16)y=|z*—4ley=2
x
3 2 9
(1.7 y=2>—-3rey=2zx (1.8)yz;,y:9xey:x
(1.9) f(x) = z|z| e g(x) = 23 (1L10) z=9y>—2ex=6—1y>

Volumes por secoes planas paralelas

[2] Utilizando segoes planas paralelas, mostre que o volume de uma piramide quadrangular
2
a“h
reta, com altura h e base quadrada de lado a, é igual a N

[3] Utilizando integral de se¢oes planas paralelas, mostre que o volume do cone circular
7r2h

3
[4] Calcule o volume do sélido que tem para base um circulo cujo raio mede 3 u. c.

reto, de altura h e raio da base r, é igual a

e cujas secoes transversais a um diametro desta sao quadrados, todos contidos em um
mesmo semi-espaco em relacao ao plano que a contem, e que tém como um dos lados

cordas da circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro.



[5] Calcule o volume de um sélido que tem para base um circulo de raio r e cujas segoes
transversais a um diametro da mesma sao triangulos retangulos isésceles, todos situados
em um mesmo semi-espago em relacao ao plano que a contem, e que tém como um dos

seus catetos cordas da circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro.

[6] Calcule o volume de um sélido que tem para base um circulo de raio r e cujas segoes
transversais a um diametro da mesma sao semi-elipses, todas situadas em um mesmo
semi-espago em relagao ao plano que a contem, e que tém o eixo menor como cordas da
circunferéncia da base, perpendiculares a esse diametro e a medida do eixo maior igual ao
dobro da medida do eixo menor. (Considere a area da elipse de semi-eixos maior e menor

a e b, respectivamente, igual a wab ).

[7] Calcule o volume de um sélido que tem para base uma elipse de semi-eixos medindo
2 cm e 3 cm e cujas segOes transversais ao eixo maior sao triangulos eqiiildteros, todos
situados em um mesmo semi-espago em relagao ao plano que a contem. (Observagao: A

area da elipse de semi-eixos maior e menor a e b, respectivamente, igual a wab).

[8] Calcule o volume de um sélido que tem para base uma elipse de semi-eixo maior e
menor a e b, respectivamente, e cujas segoes transversais ao eixo maior sao semi-circulos,
todos situados em um mesmo semi-espaco em relacao ao plano que a contem, e tendo
para diametros cordas da elipse da base, perpendiculares ao eixo maior. (Observe que

esse volume é menor do que o volume do item anterior).

[9] Calcule uma expressao, em integrais, que represente o volume do sélido que tem para
base a regiao do plano limitada pela pardbola P :x = y> —learetar iz =y +1le
cujas secoes transversais ao eixo Oy sao triangulos retangulos isésceles, todos situados em
um mesmo semi-espaco em relagao ao plano que a contem, e tais que as hipotenusas tém

extremidades no contorno da base desse solido e sao perpendiculares ao eixo Oy.

Volumes de sélidos de revolucao

[10] Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo da regiao do plano limitada pelo
65[? + e—:(:
2

[11] Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo da regiao do plano limitada pelo

grafico da funcao f(z) = , com z € [—1,1], em torno do eixo Oz.

grafico da elipse E : 922 + y? = 9 em torno do:

(11.1) Eixo maior (11.2) Eixo menor.



[12] Determine o volume do sélido obtido pela rotacao da regido compreendida entre o(s)

grafico(s) de:

(12.1) y = (z — 1)(z — 3)? e 0 eixo x, ao redor do eixo y

(12.2) y = /x,x = 8 e 0 eixo x, ao redor do eixo x

(123) y=2yzx —1l ey =z —1, ao redor da reta x = 6

(12.4) x = (y — 2)? e y = x, ao redor da reta y = 1

(12.5) y = sen z, para 0 < x < 7, ao redor do eixo z

Teorema do Pappos-Guldin

Centrodides de Regioes Planas em coordenadas cartesianas e

[13] Determine a posi¢ao do centrdide das seguintes figuras:

Y
(13.1)
8
2
3 3 A
’
0 2 : v
(13.3)
Y
)
2 |
%/7// a
~-10 -8 0 8 10

Y
(13.2)
6
2
o 2 8
vyl (13.4)
22,5
10
10 20 27,5




[14] Determine as coordenadas do centro de gravidade da regido plana especificada:

2 2

(14.1) Regiao no primeiro quadrante, delimitada pela elipse z_z + ‘Z—z =1, (z>0,y>0)
a

2
(14.2) Area delimitada pela curva y = 4 — % e 0 eixo T

(14.3) Area delimitada pela pardbola y2 = az e pela reta z = a.
[15] Seja R a regiao do plano limitado pelas curvas y = 2% e y = —a? + 2.
(15.1) Esboce R e calcule a sua érea.

(15.2) Calcule o centréide de R.

(15.3) A regiao R ¢é girado em torno da reta z = 2 formando um sélido D. Calcule o

volume de D, usando o teorema de Pappus-Guldin.
[16] Seja R a regiao do plano limitado pelas curvas y = —2?> — 3z +6ex+y — 3 = 0.

(16.1) Esboce R e calcule a sua drea.
(16.2) Calcule o centréide de R.

(16.3) A regiao R é girado em torno da reta x +y —3 = 0 formando um sélido D. Calcule

o volume de D, usando o teorema de Pappus-Guldin.

Comprimento de arco em coordenadas cartesianas

[17] Determinar o comprimento das curvas dadas em coordenadas retangulares:

1 3 1 1
g —_ 2 _ — _ — :—4 RN et g
(171) y=In (1 —2*) de z 138%=7 (17.2) y i +8I2dex lax=2.
(17.3)yzl—ln(senaj)de:c:%ax:z (174) (y—1)2=(z+1)dez=0az=1.
1 T —x _ _ _]‘3 1 _ _
(17.5)y—§(6 +e )dex—Oax—l. (17.6)x—§y +@dey—1ay—3.



Curvas na forma paramétricas

[18] Esbogar os graficos das seguintes curvas paramétricas. Eliminando t nas equagoes,

achar as equagoes na forma cartesiana:

L=t (o= —ap
(18.1){ (18.2){
ty:t?’ Ly:t2
( o (
1 — 1 — t
(18.3) { e (18.4) { 7=Vt > 0.
ky:t3+2t Ly=t

Derivadas de Fungoes dadas na forma paramétrica

[19] Calcule as expressoes das derivadas e os seus respectivos valores nos pontos dados:

' = sen t d
(19.1){ ,te{—z,q, —y, no ponto t==
L ¥ = sen 2t 2720 dx 6
( 2y-1
(19.2) { , 0<t<1, ==, no ponto de abscissa —
Ly =621+ )7 d
{ t+ (5t)
| T = sen (5
(19.3) { 27 t>0, ==, noponto t=28
LYY= t+Int
d*y
[20] Calcule 72 1os seguintes casos:
x
(
! x = sent T L =e!
(20.1) 4 te |- 5,5} (202) 4 .
L Y= sen 2t Ly=e
[21] Verifique se:
( r = sec (t) T _dy dy
(21.1) { ,te} ——,—{, satisfaz a equacao — +¢eY- — =0
1 y=1In (cost) 2°2 dx? dx
(
' x = arcsen(t d? d
(21.2) { (¥ ,t € [-1,1], satisfaz a equagdo sen x - —Z +y- A
L v= Vi—12 dx dx

[22] Determine uma equagao da reta tangente ao grafico da curva C', no ponto de abscissa



1
To=—7 sendo C, definida parametricamente pelas equagoes

( x =2 cos 3t
{ , te[0,7].
\

y = 2 sen 3t

[23] Determine as equagoes das retas tangentes e normal ao grafico da curva C, no ponto

com t = 1, sendo C, definida parametricamente pelas equagoes

{' r=t
1 y =1+ 2 arctg(t)

Areas de regioes planas dadas por fungoes na forma paramétrica

[24] Determine a drea limitada:

(24.1) pelo eixo Oz, x =1, z = e e a curva Y
( 2
~ 7’ . I x = e
de equagoes paramétricas {
Ly:2+t2

x
(24.2) pelas curvas de equagoes © =2 e
{' r=t"+1
Ly=1t"+2
x




X

3 —t
2 —1

(
(24.3) pelo lago de curva {
LY

(o o~

(24.4) pelo lago de curva 1 43
(V=t-3

[25] Seja R a regiao do plano acima da reta y = 2 e abaixo do arco da cicldide de
equacoes

(

tox(t) =2(t — sent)
{ , t€]0,2m].
1 y(t) =2(1 — cos t)

Esboce R e calcule a sua area.

Comprimento do arco de uma funcao na forma paramétrica

[26] Calcule os comprimentos das curvas descritas abaixo:

( ( 1
i x=2cost b= —
@6U1 0<t<2r (%2)1 to1<t<?
LyzQsent Lyzlnt
3 ( 2
I T=acos"t f x=1—1
@6@{ 0<t<2m, a>0 06@{ 0<t<1
y = a sen 3t y =
( (
' x=a(t— sent) ' r=¢c'sent 7
@6@1 0<t<om @6@{ 0<t<—
ky:a(l—cost) ly:etcost 2



( 4t 4+ 3
1 :I/: —
[27] As equagdes { ) dao a posicao (x,y) de uma particula no instante ¢.
=2t
L Yy

Determine a distancia percorrida pela particula durante o intervalo de tempo 0 <t < 5.

[28] Determine o comprimento de arco do lago de curva do exercicio (8.4).

Volumes de sélidos de revolucao

[29] Dé a expressao da integral que permite calcular o volume do sélido de revolugao

i x=1— sent
obtido quando a regiao limitada pelo arco de cicléide { , 0<t<2m eo
Y= 1— cost

eixo Ox gira em torno de:

(20.1) y = —1 (202) z =7 (29.3) y = 0.

Coordenadas Polares

[30] Verifique se o ponto P pertence a curva C, quando:
(30.1) P(-1,%) e C': m* —2cos20 =0 (30.2) P(-1, g) eC: r(1—3senf) =4

(30.3) P(4,%)eC: r=4sen 30 (30.4) P(0,{5)eC: r—3cosf+rsent =0.
[31] Transformar os pontos e equagoes cartesianas para polares:
2
(31.1) A = (=2, —2V/3) (8L2) (e -1+ (y-3° =4  (313)y= _f -
(31.4) 3 + y3 — 3azy = 0 (31.5) 22+ y* +3y =0 (31.6) 22 —y* =16

[32] Transformar as equagoes polares para cartesianas:

6

321)r=28 0 32.2) r? 20 =2 323)r=————

(32.1) r sen (32.2) 7* sen (32.3) r YT y—

(32.4) r2 =19 (32.5) 7 = 2 sen 30 (32.6) r* = 4 cos 20
[33] Faga um esbogo do gréfico das seguintes equagdes polares:

(33.1) r=3—4cos (33.2) r=4+2sen 6 (33.3) r* =9 sen 20

(33.4) r? = —25 cos 36 (33.5) 7 = 4 sen 50 (33.6) 7 = | sen 20|
(33.7)r=36, >0 (33.8) = —8 sen 20

34] Determine uma equacao polar da reta m que passa pelo ponto P(—2, 1) e que:

6

(34.1) é paralela ao eixo a g (34.2) ¢é perpendicular ao eixo a g

(34.3) é paralela a reta s: 0 = % (34.4) é perpendicular a reta t : r( cos § + sen f) =
(34.5) passa pelo ponto Q(1, —F) (34.6) passa pelo ponto R(4, 7F)

V2



[35] Ache os pontos de interseccao dos graficos do par de equagoes dadas:

( (

b 2r =3 bor =4(1+ 0
3.1 ' (35.2) {T (1+ sen 6)

=1+ cos 0 L7’(1—ser19):3

(

i r = sen 20 t r=1— senf
(353) 9 (354)

t7":(30829 L7“:(:082«9

[36] Deduzir a férmula da distancia entre os pontos Py (ry,61) e Py(rq, 02) em coordenadas

polares.

Areas de figuras planas em coordenadas polares

[37] Nos problemas a seguir encontre a area das regides indicadas:

37.1) Interior & circunferéncia r = cos 6 e exterior a cardidide r =1 — cos 6.
37.2) Exterior a circunferéncia r = cos 6 e interior a cardidéide r =1 — cos 6.
37.3) Interseccao do circulo r = cos 6 com o interior da cardidide r =1 — cos 6.
37.4) Intersecgao dos circulos r =4 cos 6 e r = 2.

37.5) Interior & rosacea r = 2 sen 26.

)
)
)
)
37.6) Interior a rosicea r = 2 cos 360 e exterior a circunferéncia r = 1.
)
37.8) Entre a 3* e 4* voltas da espiral r =a, a > 0e 6 > 0.
)

(
(
(
(
(
(
(37.7) Interior a circunferéncia r = 1 e exterior a rosacea r = 2 cos 36.
(
(37.9) Interior & lemniscata r* = a? cos 26.

(37.10) Interior a rosdcea r = sen 20 e exterior a circunferéncia circunferéncia r = cos .
(37.11) Exterior a limagon r = 2 — sen 6 e interior & circunferéncia r = 3 sen 6.

(

37.12) Interseccao do circulo r = 1 como interior da lemniscata r? = a® sen 26.

Comprimento de arco em coordenadas polares

[38] Calcular o comprimento de arco das seguintes curvas dadas em coordenadas polares:

1
(38.1) aespiral r = 62, 0 <0 <+/3 (38.2) a espiral r = 7 e, 0<6<nm
(38.3) a cardioide r =1+ cos 6 (38.4) r=—1+4 sen 6
(385) r=(cosf+ senf), 0 <6< g (38.6) r=+1+ sen20, 0<O <

[39] Determine o comprimento da espiral logarftmica r = /2 de § = 0 a 6 = 2.

[40] Calcule o comprimento de arco da curva r = cos %(0/2).



Respostas

() pm2—1ua  (1.2) 43—6u.a [— ~8in2fua

| 4 -3 16 24 64
[1]{- (1.4) {m—g}ua (1.5) [T+21n2}u.a [1 V2 24V6 - Jua

L (1.7) Zua (1.8) 180 3 w.a (1.9) cu

! 64

| (110) Sua
4V =144uv [5]V= 8%3 6] V = 47;T3 7]V =16v3 cm® [8] V = 2”562
[9]V:/_21Wdy:%uv 0] v = ™ téj —Y oy
[11] { (11.1) V =47 uv  (11.2) V =127 uv
" {f (12.1) V = 24% o (122)V = 9%” w o (123)V = 2?? wy

27T T
l(12.4)V—7uv (125)V—7u.v
- {{ (13.1) (4; 5,3)  (13.2) (4,6; 2,8)
| (13.3) (0 1,53)  (13.4) (13,3;11,8)
da 4b 8 3a

14] { (14.1) (37S—w> (14.2) (o,g) (14.3) (5 0)
18] { (15.1) 4 = g wa (15.2) (& §) = (0, 1) (15.3) V = 32{ W
[16]{ (16.1) A = % wa (162) (7, 7) = (- 1. 285) (16.3) V = 25615{” 0y

{ (17.1) In (2—51> - % e (17.2) 13%3 e (17.3) \[_ L e
17] {

L (17.4) 7(22@— 13V13) u.c (17.5) %(62 —1)uc (17.6) 5—5’ w.e

y

[189/ (18.1) y? = 23

(18.2) 2* = y° — 8y* + 16y

10



Y (18.3) y = %(ln )’ +Inz
Y
(18.4) y = a2
x
T
(
" (10.1) dy _ 2cos(2t)’ dy|  _ 2v3
i dx cos(t) dz li=z 3
’ dy 2 12 1 dy 4
19 (192) &Y - 2. _ ey L e By
[ ]{I (19 )dx T bara T =, emos t 5 ogodxt:% 3
103 W _ 141 1 | dy, 9
L dx t 1+ (m/2)cos(5t) drli—s 844w
d*>y 2 cos (2t). sen (t) — 4. sen (2t). cos (t) d*y 5
20 20.1) —= = 20.2) — =12
[ ]{(0 )d{l?2 cos 3(t) (20 )dx2 c
[22] y = 3z + /3
23 {f Reta Tangente: y — (1 + %) = 2(z — 1)
1 Reta Normal: y — (1+5) = — %(m —1)
9e — 10 52 8 8v/3
24 { 24.1 : 24.2) = u. 24.3) — u. 24.4) — u.
24] ¢ (24.1) T ue ( )15ua ( 3)15ua (24.4) - ua
25] (27 + 8) w.a
(
i (26.1) 47 u.c (26.2) V2 — g +1n i i g‘ uwe  (26.3) 6a u.c
26]
L (26.4) % we (26.5) 8a u.c (26.6) v2(e™/2 — 1) u.c

27] 10v/26 + 2In (5 + v/26) u.c  [28] 4V/3 u.c

11



Ef (29.1) V :71"[)27T {(2— cos t)? — 1} {1 — oS t} dt

[29] {: (29.2) V = w[)ﬁ {7? — (t — sen t)z} sen t dt

(29 3V = / (1= cost)® dt

L
30] { (30.1) Sim  (30.2) Sim  (30.3) Nao  (30.4) Sim

( (311) (4, 5m)
E (31.2) r* —2r(cos @+ 3sen ) +6 =0
[31] 1 (31.3) 7% cos %6 sen 6 + sen 6 — 2 cos 6 = 0
E (31.4) 7 =0 ou 7( cos *0 + sen ®0) — 32 sen 260 = 0 (31.5) r+3senf =0
:( (31.6) r* = 16 sec 0
;{(321)17 +y*—8y =0 (32.2) zy =1
32] { (32.3) 2¢/22 4+ y2 — 62 — 3y =0 (32.4) y — x tg (22 +y*) =0
:l (32.5) (2% +y*)? — 62%y +2y> = 0 (32.6) (2 +y*)? = 4(2* — y?)
33]
(33.1)

/\ (33.2) (33.3)

12



(33.4) (33.5) (33.6)

(337) (33.8)
T/
:{(34.1)m:\/§:rcos(9—7r) (342) m: rcos (0 —3)=1
[34] { (34.3) m: /3 =1 cos (0 — 2?7?) (34.4) m : \/5—;—\/6 =r cos (6 — %TW)
i(34.5)m:9:5% (34.6) m : %:—\/Tgcosﬁ—l—isen@

(

o (o) () (57 (5 %)

[36] d* = 1% + r5 — 2ryry cos (0 — 6,)

13



( 12¢/3 — 47 17 +12V/3 Tn — 12v/3

i (37.1) D (37.2) D (37.3) T
371{ (37.5) 2x (376) ZTHEIVE (gp gy 2T +63\/§
L (37.9) a2 (37.10) 2 r 63\/§ (37.11) 3v/3

" {{ (38.1) 219—ﬁ _ g (38.2) " — 1 (38.3) 8
L (38.4) 8 (12.5) ”T‘/i (38.6) /2
[39] V/5(e — 1) [40] 4

14

(37.4)

87 — 63
3

(37.8) 24a’n3

(37.12)

6—3V3+m7
3



